
Лексия 11. Муодилах,ои дифференсиалии тартиби якуми нисбат
ба х,осила х,алнашуда.

1. Мафх,умх,ои умумӣ оид ба муодилах,ои дифференсиалии тартиби
якуми нисбат ба х,осила х,алнашуда.

Агар муодилаи
F (x, y, y′) = 0 (1)

бо усули алгебравӣ нисбат ба таг-йирёбандаи y′ якк,имата х,ал нашавад, пас
(1)-ро муодилаи тартиби якуми нисбат ба х,осила х,алнашуда меноманд.

Масалан муодилах,ои

y′siny′ − x = 0 ва y′2 − 1 = 0

нисбат ба х,осила х,алнашаванда мебошанд. Якумаш умуман нисбат ба таг
-йирёбандаи y′ х,ал намешавад. Он нисбат ба y′ муодилаи трансендентӣ
мебошад. Дуюмаш нисбат ба y′ ду реша дорад.

y′ = −1, y′ = 1

Масъалаи Коши барои муодилаи нисбат ба х,осила х,алнашуда х,амчун
барои муодилаи

y′ = f(x, y)

ин тавр гузошта мешавад:
Чунин х,алли y = f(x, y)-и муодилаи (1) ёфта шавад, ки он шарти ибтидоии

y(x0) = y0

-ро к,аноат кунонад. Геометрӣ ин масъала ёфтани х,алли аз нук,таи додашудаи
x0, y0 гузаранда мебошад.

Хосияти ягонагии х,алли масъалаи Коши барои муодилаи нисбат ба y′

х,алнашаванда ин тавр фах,мида мешавад:
а) агар аз нук,таи (x0, y0) якчанд х,алх,ои муодилаи (1) гузаранд ва дар

нук,таи x0, y0 х,амаи хатх,ои кач,и интегралии мувофик, расандах,ои гуногун
дошта бошанд, пас мегӯянд, ки масъалаи Коши дар нук,таи x0, y0 х,алли
ягона дорад.

б) агар аз нук,таи (x0, y0) ду ва ёзиёдтар х,алх,ои муодилаи (1) гузашта
ак,к,алан ду хатх,ои кач,и интегралӣ дар нук,таи x0, y0 расандаи умумӣ дошта
бошанд, пас мегӯянд, ки хосияти ягонагии х,алли масъалаи Коши дар нук,таи
(x0, y0) вайрон мешавад.



Х,алли муодилаи тартиби якуми нисбат ба х,осила х,алнашуда дар се намуд
ёфта мешавад:

1) шакли ошкор, 2) шакли ноошкор, 3) шакли параметрӣ
Бо ду шакли х,ал мо дар параграфх,ои пешина шинос шуда будем. Шакли

параметрии х,алро муайян мекунем.
Функсияи

x = x(t), y = y(t) t1 ≤ t ≤ t2

х,алли муодилаи (1) номида мешавад, агар функсиях,ои x(t), y(t) дар порчаи
[t1, t2] дифференсиронидашаванда бошад, x′(t) 6= 0 бошад ва дар тамоми
нук,тах,ои номбаршуддаи порчаи [t1, t2] айнияти зерин ич,ро шавад:

F
(
x(t), y(t),

y′(t)

x′(t)

)
≡ 0

Масалан, функсияи дар шакли параметрӣ додашудаи x = sint, y = cost
барои х,амаи к,иматх,ои t 6= (2k+1)π2 (k ∈ Z) х,алли муодилаи дифференсиалии
зерин мебошад.

y
√

1 + y′2 − 1 = 0

Муодилаи тартиби якуми нисбат ба х,осила х,алнашуда х,алх,ои махсус низ
дошта метавонад. Агар дар х,амаи нук,тах,ои ягон х,алли муодилаи (1) хосияти
ягонагӣ вайрон шавад, пас ин х,алро х,алли махсус меноманд.

Ду усули ч,устуч,ӯи х,алли махсуси муодилаи (1)-ро баён мекунем.
I. Бигзор функсияи F (x, y, y′) нисбат ба х,амаи таг-йиёбандах,ояш бефосила

буда нисбат ба y′ х,осилаи хусусии бефосиларо дошта бошад. Он гох, чунин
к,оидаи ёфтани х,алли махсус мавч,уд аст:

1) аз системаи муодилах,ои
F (x, y, p) = 0,

F ′p(x, y, p) = 0

(2)

таг-йирёбандаи p -ро хорич, карда муносибати намуди

Ψ(x, y) = 0 (3)

-ро х,осил мекунем, ки он хати кач,и p - дискриминантӣ номида мешавад;
2) тафтиш кардан лозим аст, ки ягон шохаи хати (3) х,алли муодиларо

муайян мекунад;
3) тафтиш кардан лозим аст, ки дар х,амаи нук,тах,ои ин х,ал хосияти

ягонагӣ ч,ой надорад. Он гох, х,алли ёфташуда махсус мебошад.
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II. Усули дуюм донистани интеграли умумии муодиларо талаб мекунад.
Бигзор муносибати

Φ(x, y, C) = 0 (4)

интеграли умумии муодилаи (1) бошад. Геометрӣ (4) оилаи хатх,ои кач,и аз
як параметри C вобаста мебошад.

Аз системаи муодилах,ои 
Φ(x, y, ) = 0,

Φ′(x, y, ) = 0

(5)

параметри C- ро хорич, карда муносибати зеринро х,осил мекунанд

Ψ(x, y) = 0, (6)

ки он хати кач,и C- дискриминантӣ номида мешавад.
Аз тах,лили математикӣ маълум аст, ки шохаи y = ϕ(x)-и хати кач,и C-

дискриминантӣ их,отагири оилаи хатх,ои (4) мебошад, агар

Φ′x(x, ϕ(x), C) 6= 0 ва Φ′y(x, ϕ(x), C) 6= 0

бошанд. Аҷн аст, ки их,отагири y = ϕ(x)-и оилаи хатх,ои кач,и (4) х,алли
махсус мешавад.

2. Муодилаи дифференсиалии тартиби якуми дарач,аи n -уми
нисбати y′.

Муодилаи дифференсиалии намуди

(y′)n + P1(x, y)(y′)n−1 + ...... + Pn−1(x, y)y′ + Pn(x, y) = 0 (1)

-ро дида мебароем. (1) нисбат ба таг-йирёбандаи y′ муодилаи алгебравии
дарач,аи n мебошад. Бигзор ин муодила k -то (k ≤ n) решах,ои х,ак,ик,ӣ
дошта бошад.

y′ = f1(x, y), y′ = f2(x, y), ......., y′ = fk(x, y) (2)

Х,амин тавр муодилаи (1) ба k -то муодилах,ои нисбат ба х,осила х,алшудаи
(2) ч,удо мешавад.

Он гох, интеграли (х,алли) умумии муодилаи (1) гуфта ч,амъбасти муносибатх,ои

Φ1(x, y, C) = 0, Φ2(x, y, C) = 0, ........,Φk(x, y, C) = 0,
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-ро меноманд, ки дар ин ч,о Φi(x, y, C) = 0 интеграли умумии муодилаи
y′ = fi(x, y) (i = 1, 2, ..., k) мебошад. Х,амин тарик, , аз х,ар як нук,таи
сох,аи мавч,удият ва ягонагии муодилах,ои (2) k -то хати кач,и интегралӣ
мегузаранд. Г- айр аз ин муодила х,алх,ои махсусро низ дошта метавонад.

Мисоли 1. Муодиларо х,ал кунед.

y(y′)2 + (x− y)y′ − x = 0

Х,ал. Муодилаи додашударо нисбати y′ х,ал мекунем.

y′ =
y − x±

√
(x− y)2 + 4xy

2y

y′ = 1, y′ = −x
y

Х,амин тавр муодилаи додашуда ба ду муодилаи нисбат ба y′ х,алшуда
ч,удо шуд. Ч,амъбасти х,алх,ои умумии онх,о

y = x + C, y2 + x2 = C2

х,алли умумии муодилаи додашуда мебошад.
Мисоли 2. Интеграли умумӣ ва махсусӣ муодиларо ёбед.

y′2 − 2y

x
y′ + 1 = 0

Х,ал.Муодилаи додашуда нисбати y′ муодилаи квадратӣ мебошад. Решах,ои
ин муодиларо меёбем.

D =
4y2

x2
− 4 =

4y2 − 4x2

x2
=

4

x2
(y2 − x2)

y′ =
2y
x −

2
x

√
y2 − x2

2
=

1

x

(
y −

√
y2 − x2

)
, (3)

y′ =
2y
x + 2

x

√
y2 − x2

2
=

1

x

(
y +

√
y2 − x2

)
.

Муодилаи додашуда боз ба ду муодилаи нисбат ба y′ х,алшуда ч,удо шуд.
Муодилаи якумро х,ал мекунем

y′ =
1

x

(
y −

√
y2 − x2

)
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xdy =
(
y −

√
y2 − x2

)
dx

Ин муодилаи якч,инсаро бо гузориши y = ux х,ал мекунем

x(xdu + udx) = (ux−
√

u2x2 − x2)dx

Таг-йирёбандах,оро ч,удо карда, интеграл мегирем

du√
u2 − 1

+
dx

x
= 0

ln|u +
√
u2 − 1|+ lnx = lnC

x(u +
√
u2 − 1) = C

Ба ч,ои u к,имати он y
x-ро гузошта баъди соддакунӣ х,осил мекунем

x2 + C2 = 2cy (4)

Худи х,амин тавр муодилаи дуюми (3)-ро интегронида боз ба муносибати
(4) меоем, яъне (4) интеграли умумии муодилаи додашуда мебошад.

Барои ёфтани интеграли махсус дар асоси к,оидаи ч,устуч,ӯи х,алли махсус
аз системаи муодилах,ои 

x2 + C2 − 2Cy = 0,

2C − 2y = 0

параметри C -ро хорич, мекунем

C = y x2 + y2 − 2y2 = 0,

ё

x2 − y2 = 0

Аз ин ч,о мебарояд, ки хатх,ои рости y = ±x хатх,ои С-дискриминантии
муодилаи додашуда мебошанд.

Азбаски х,ангоми x 6= 0, C 6= 0 барои функсияи ихтиёрии y, аз ч,умла
функсиях,ои y = ±x

Φ′x(x, y, C) = (x2 + C2 − 2Cy)′x = 2x 6= 0 ва Φ′y(x, y, , C) = −2C 6= 0,
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пас хатх,ои рости y = ±x их,отагири оилаи параболах,ои (4) мебошанд ва
аз ин ч,ост, ки функсиях,ои y = ±x х,алх,ои махсуси муодилаи додашуда
мебошанд.

Мисолх,о барои кори мустак,илона

Муодилах,оро х,ал кунед.

11.1. y = (y′)2ey
′
. 11.2. x = 2y′+3y′2. 11.3. y = y′lny′. 11.4. x = y′3+y′

11.5. y′ = exy
′/y. 11.6. y2/5 + (y′)2/5 = a2/5. 11.7. y(y − 2xy′)3 = y′2.

11.8. x = e2y
′
(2y′2+2y′+1). 11.9. y′2−y′3 = y2. 11.10. 5y+y′2 = x(x+y).

11.11. y(1 + y′2)1/2 = y′. 11.12. x = 2(lny′ − y′). 11.13. y′4 − y′2 = y2.

11.14. arcsin( xy′ ) = y′. 11.15. y = arcsiny′ + ln
(

1 + (y′)2
)
. 11.16. x =

(y′)2 − 2y′ + 2.
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