
Лексия 5. Муодилаи таг-йирёбандах,ояш ч,удошаванда

Муодилаи намуди

M(x)N(y)dx+ P (x)Q(y)dy = 0 (1)

муодилаи таг-йирёбандах,ояш ч,удошаванда номида мешавад. Ин муодила бо
методи ч,удо кардани таг-йирёбандах,о х,ал карда мешавад. Барои ин х,ар ду
тарафи муодиларо ба функсия 1

P (x)N(y) зарб намуда, муодилаи зеринро х,осил
мекунем:

M(x)

P (x)
dx+

Q(y)

N(y)
dy = 0 (2)

Муодилаи (2) муодилаи таг-йирёбандах,ояш ч,удошуда мебошад. Онро интегронида,
х,осил мекунем: ∫

M(x)

P (x)
dx+

∫
Q(y)

N(y)
dy = C (3)

Формулаи (3) интеграли умумии муодилаи (1)-ро ифода мекунад.
К,айд.Дар х,олати так,сим намудан ба функсияи P (x)N(y), х,алх,ои хусусӣ,

ки х,осили зарби P (x)N(y)-ро ба сифр мубаддал мекунанд, гум шуда метавонанд.
Бинобар ин баробарих,ои P (x) = 0, N(y) = 0-ро алох,ида тадк,ик, кардан
лозим аст. Аз онх,о баъзан х,алх,ои иловагии муодиларо пайдо кардан мумкин
аст.

Мисоли 1. Муодилаи

ycosxdx− sinxdy = 0

-ро х,ал кунед.
Х,ал. Дар ин муодила

P (x) ≡ sinx, M(x) ≡ cosx, N(y) ≡ y, Q(y) ≡ 1

Х,ар ду тарафи муодиларо ба функсияи 1
P (x)N(y) ≡

1
ysinx зарб карда, муодилаи

таг-йирёбандах,ояш ч,удошударо х,осил мекунем

cosx

sinx
dx− 1

y
dy = 0.

Акнун аз х,ар ду тараф интеграл мегирем∫
cosx

sinx
dx−

∫
1

y
dy = ln|C|



ё ∫
d(sinx)

sinx
−
∫
dy

y
= ln|C|

Аз ин ч,о
ln|sinx| − ln|y| = ln|C|

Хосияти логарифмх,оро истифода бурда, х,алли умумии муодиларо дар
намуди зерин х,осил мекунем.

y = Csinx

Ба г-айр аз мач,мӯи х,алх,ои ёфташуда муодила х,алх,ои x = kπ (k ∈ Z)-ро
дорад, ки дар онх,о sinx = 0 аст.

Мисоли 2. Х,алли хусусии муодилаи

x
√

1− y2dx+ y
√
1− x2dy = 0,

ки шарти ибтидоии y|x=0 = 1 -ро к,аноат мекунад, ёфта шавад.
Х,ал. Дар ин муодила

P (x) ≡
√
1− x2, M(x) ≡ x, N(y) ≡

√
1− y2, Q(y) ≡ y

Х,ар ду тарафи муодиларо ба функсияи 1
P (x)N(y) ≡

1√
1−x2
√

1−y2
зарб карда,

муодилаи таг-йирёбандах,ояш ч,удошударо х,осил мекунем:

x√
1− x2

dx+
y√

1− y2
dy = 0

Х,ар ду тарафи баробариро меинтегронем:∫
x√

1− x2
dx+

∫
y√

1− y2
dy = C1

Аз ин ч,о

−1
2

∫
d(1− x2)√

1− x2
− 1

2

∫
d(1− y2)√

1− y2
= C1

−1
2

∫
(1− x2)−1/2d(1− x2)− 1

2

∫
(1− y2)−1/2d(1− y2) = C1

−1
2

(1− x2)1/2
1
2

− 1

2

(1− y2)1/2
1
2

= C1

Х,алли умумии муодилаи додашуда намуди зеринро мегирад:
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√
1− x2 +

√
1− y2 = C.

Шарти ибтидоии y|x=0 = 1 -ро дар х,алли умумӣ гузошта, меёбем.

√
1− 0 +

√
1− 1 = C

Аз ин ч,о
C = 1

К,имати С-ро дар х,алли умуми гузошта, х,алли хусусии муодиларо х,осил
мекунем √

1− x2 +
√

1− y2 = 1

Мисоли 3. Дар зарф 100л мах,лул аст, ки 10кг намак дорад. Ба зарф
мунтазам 3л об дар як дак,ик,а рехта мешавад. Оби ба зарф рехташуда бо
мах,лули дар он мавч,уд буда омехта карда мешавад ва мах,лул бо х,амин
суръат берун мебарояд. Баъд аз як соат дар зарф чӣ к,адар намак бок,ӣ
мемонад.

Х,ал. Бигзор мик,дори намаки дар зарф дар лах,заи вак,ти t-дак,ик,а мавч,удбуда
x-бошад. Дар он вак,т омехташавии c чунин мешавад:

c =
x

100
кг дар 1л.

Агар суръати таг-йирёбии мик,дори намак дар зарф дар лах,заи вак,ти t бо
х,осилаи dx

dt муайян карда шавад, он гох, суръати камшавии мик,дори намак
−dx

dt мебошад. Аз тарафи дигар, азбаски намакоб аз зарф бо суръати 3л дар
як дак,ик,а мебарояд, он гох, худи х,амон суръати таг-йирёбии мик,дори намак
ба 3x

100 баробар аст. Х,амин тарик,

dx

dt
= − 3x

100

Таносуби х,осилшударо дар намуди зерин навиштан мумкин аст:

dx

x
= −0, 03dt

Муодилаи х,осилшуда муодилаи таг-йирёбандах,ояш ч,удошуда мебошад.
Онро интегронида х,осил мекунем

lnx = −0, 03t+ C
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Азбаски х,ангоми t = 0 мик,дори намак x = 10 аст, пас аз ифодаи охирин
х,осил мекунем

ln10 = C

Х,амин тавр ба муносибате меоем, ки он мик,дори намак x -ро баъди гузаштани
t дак,ик,а муайян мекунад

lnx = −0, 03t+ ln10

Дар ин ч,о t = 60 гузошта, мик,дори намаки бок,имондаро дар зарф баъди
як соати вак,т меёбем:

lnx = −1, 8 + ln10

Аз ч,адвали логарифмх,ои натуралӣ истифода бурда, х,осил мекунем:

x = 1, 654кг

Мисоли 4. Ч,исм дар 10 дак,ик,а аз 1000 то 600 хунук шуд. Х,арорати
х,авои мух,ит 200 нигох, дошта мешавад. Кай ч,исм то 300 хунук мешавад?
Суръати хунукшавии ч,исм ба фарк,и х,арорати ч,исм ва х,арорати х,авои
мух,ит мутаносиб к,абул карда шавад.

Х,ал. Бигзор t -вак,т ва T - х,арорати ч,исм бошад. Он гох, dT
dt -суръати

хунукшавии ч,исм аст. Фарк,и х,арорати ч,исм T ва х,авои мух,ит 200, яъне
T − 20 ба dT

dt мутаносиб аст:

dT

dt
= k(T − 20),

ки дар ин ч,о k коэффисиенти мутаносибӣ мебошад.
Муодилаи х,осилшуда муодилаи дифференсиалии таг-йирёбандах,ояш ч,удошаванда

мебошад. Дар он таг-йирёбандах,оро ч,удо мекунем

dT

T − 20
= kdt

Муодилаи х,осилшударо интегронида, х,осил мекунем∫
dT

T − 20
=

∫
kdt

Аз ин ч,о
ln|T − 20| = kt+ lnC

T = 20 + Cekt
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Баробарии охирин х,алли умумии муодилаи тартибдодашуда аст.
Агар t = 0 бошад, он гох, T = 100 буда, агар t = 10 бошад, он гох, T = 60

аст, яъне {
100 = 20 + Cek·0,

60 = 20 + Ce10k

Аз ин ч,о {
C = 80,

k = 1
10ln

1
2

К,иматх,ои C ва k -ро дар х,алли умумии муодила гузошта, х,алли хусусии
муодиларо х,осил мекунем:

T = 20 + 80
(1
2

) t
10

Дар баробарии охирин t = 30 гузошта, х,алли масъаларо меёбем:

T = 20 + 80
(1
2

)3
= 20 + 10 = 30,

яъне ч,исм баъд аз 30 дак,ик,а то 300 хунук мешавад.

Мисолх,о барои кори мустак,илона

Муодилах,ои дифференсиалиро х,ал кунед.

5.1. lncosydx+xtgydy = 0. 5.2. yy
′

x +ey = 0, y(1) = 0. 5.3. y′ = e2x−4y.

5.4. e1+x
2

tgydx − e2x

x−1dy = 0, y(2) = π
4 . 5.5. sec2xtgydx + sec2ytgxdy =

0, y(π4 ) =
π
4

5.6. y′ = sh(x+y)+sh(x−y). 5.7. 4+y2√
x2+4x+13

= 3y+2
x+1 y

′
. 5.8. xy′ = tgy

5.9. √ydx + x2dy = 0. 5.10. cos2ydx − (x2 + 1)dy = 0. 5.11. y′ =
y2−1
x2+1 , y(π4 ) = 0.

5.12. (xy2 − y2)dx+ (x2y + x2)dy = 0. 5.13. 3x−ydx− 4x+ydy = 0.

5.14. x(y2 + 1)dx− yex2dy = 0. 50. y′ + ysin2x = 0, y(π4 ) = 1.
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5.16. (1 + x)ydx+ (1− y)dy = 0. 5.17. exsin3y + (1 + e2x)cosy · y′ = 0.

5.18. Дар зарф 10л об аст. Ба зарф бо суръати 2л дар як дак,ик,а мах,лул
рехта мешавад, ки он 0,3кг намак дорад. Мах,лули зарф мунтазам омехта
карда мешавад ва он бо х,амон суръат берун мерезад. Баъд аз 5 дак,ик,а дар
зарф чӣ к,адар намак мемонад?.
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