
Лексия 3. Методи изоклинах,о

Муодилаи
y′ = f(x, y) (1)

дар х,ар як нук,таи (x, y) ∈ D, ки дар он функсияи f(x, y) маъно дорад,
к,имати х,осилаи y′, яъне коэффисиенти кунч,ии расанда ба хати кач,и интегралии
муодилаи (1) дар нук,таи (x, y)− .

Одатан барои сохтани хатх,ои кач,и интегралии (х,алх,ои) муодилаи (1)
методи изоклинаро истифода мебаранд.

Таъриф. Ч,ои геометрии нук,тах,ое, ки дар онх,о расандах,о ба хати
кач,и интегралии ч,усташаванда равиши якхела доранд, изоклина номида
мешавад.

Барои ёфтани изоклинах,ои муодилаи (1) к,исми рости онро баробари адади
доимии k мегирем, яъне

f(x, y) = k (k − параметр) (2)

Аз ин ч,о маълум мешавад, ки мик,дори изоклинах,ои х,ар як муодилаи намуди
(1) бешумор мебошанд. Ба k к,иматх,ои ба х,амдигар хеле наздикро дода,
мач,мӯи зичи изоклинах,оро месозем ва аз рӯи онх,о так,рибӣ хатх,ои кач,и
интегралии муодилаи (1)-ро гузаронидан мумкин аст. Барои боз х,ам аник,
сохтани хатх,ои кач,и интегралӣ ёфтани хатх,ои экстремум ва хатх,ои нук,тах,ои
хамшавӣ ах,амияти калон дорад.

Барои ч,ои геометрии нук,тах,ои хамшавиро ёфтан y′′-ро мувофик,и муодилаи
(1) х,исоб карда, онро баробари сифр гирифтан лозим аст, яъне

y′′ = (y′)′ =
∂f
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′
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Хате, ки бо муодилаи
∂f
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+ f(x, y)

∂f
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муайян карда мешавад, ч,ои геометрии нук,тах,ои хамшавӣ (агар онх,о мавч,уд
бошанд) номида мешавад.

Мисоли 1. Методи изоклинаро истифода бурда, хатх,ои кач,и интегралии
муодилаи y′ = 2x− y -ро созед.

Х,ал. Дар ин муодила f(x, y) = 2x− y. Бинобар ин муодилаи изоклинах,о
чунин аст:

2x− y = k ё y = 2x− k



Изоклинах,о мач,мӯи хатх,ои рости параллел мебошанд. Акнун ба k к,имат
дода моилии равишх,оро дар х,ар як нук,таи изоклинах,о муайян мекунем.
Х,ангоми k = 0 изоклинаи y = 2x -ро х,осил мекунем. Ин хати рост х,амвории
xOy -ро ба ду к,исм так,сим мекунад, ки дар х,ар яки онх,о х,осилаи y′ як
хел аломат дорад (расми 5). Хатх,ои кач,и интегралӣ, хати рости y = 2x -
ро бурида аз сох,аи камшавии функсияи y ба сох,аи афзуншавӣ мегузаранд
ва баръакс. Х,амин тарик, дар ин хати рост нук,таи экстремуми хатх,ои кач,и
интегралӣ, аник,тараш нук,тах,ои минимум, ч,ойгиранд.

Х,ангоми k = −1 ва k = 1 будан y = 2x+ 1 ва y = 2x− 1 мешавад.
Расандах,ои ба хати кач,и интегралӣ дар нук,таи буриш бо изоклинах,ои

y = 2x + 1 ва y = 2x − 1 гузаронидашуда бо тири Ox мувофик,ан кунч,х,ои
1350 ва 450 -ро ташкил медих,анд.

Х,осилаи тиртиби дуюмро меёбем. y′′ = 2− y′ = 2− 2x+ y.
Хати рости y = 2x− 2, ки дар он y′′ = 0 аст, изоклинаеро ифода мекунад,

ки х,ангоми k = 2 будан х,осил мегардад. Азбаски тарафи рости муодилаи
додашуда, f(x, y) = 2x − y шарти теоремаи мавч,удият ва ягонагиро дар
тамоми х,амвории xOy к,аноат мекунад, пас хатх,ои кач,и интегралии дигар
ин изоклинаро намебуранд. Изоклинаи y = 2x, ки дар он нук,таи минимуми
хатх,ои кач,и интегралӣ вок,еъ мебошад, дар зери изоклинаи y = 2x−2 ч,ойгир
аст ва бинобар ин хатх,ои кач,и интегралии поён аз изоклина y = 2x − 2
ч,ойгиршуда нук,таи экстремум надоранд.

Хати рости y = 2x−2 х,амвории xOy -ро ба ду к,исм ч,удо мекунад, ки дар
яке аз онх,о y′′ > 0 ва ин онро мефах,монад, ки хатх,ои кач,и интегралӣ ба поён
барч,аста мебошанд ва дар дигаре y′′ < 0, яъне хатх,ои кач,и интегралӣ ба боло
барч,астаанд. Хатх,ои кач,и интегралӣ хати рости y = 2x− 2-ро намебуранд,
яъне вай ч,ойи геометрии нук,тах,ои хамиро ифода намекунад.
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Хатх,ои кач,и интегралии муодилаи додашуда нук,тах,ои хамиро надоранд.

расми 5

Мисоли 2. Методи изоклинаро истифода бурда, хатх,ои кач,и интегралии
муодилаи y′ = sin(x+ y) -ро созед.

Х,ал. y′ = k, (k = const) гузошта муодилаи изоклинах,о sin(x+y) = k-ро
х,осил мекунем. Х,ангоми k = 0 sin(x+ y) = 0 мешавад. Аз ин ч,о

y = −x+ πn (n = 0,±1,±2, .....) (5)

Хатх,ои кач,и интегралӣ дар нук,таи буриш бо ин изоклинах,о, расандах,ои
горизонталиро доранд.

Муайян мекунем, ки хатх,ои кач,и интегралӣ дар изоклинаи y = −x + πn

экстремум доранд ёне. Барои ин х,осилаи тартиби дуюмро меёбем.

y′′ = (1 + y′)cos(x+ y) = [1 + sin(x+ y)]cos(x+ y)

Х,ангоми y = −x+ πn х,осил мекунем

y′′ = (1 + sinπn)cos(πn) = cosπn = (−1)n.

Агар n ч,уфт бошад, он гох, y′′ > 0 ва аз ин ч,ост, ки хатх,ои кач,и интегралӣ
дар нук,таи буриш бо изоклинаи y = −x + πn, n = 0,±2,±4, ....., дорои
минимум мебошанд. Агар n ток, бошад, он гох, y′′ < 0 ва хатх,ои кач,и интегралӣ
дар нук,таи буриш бо изоклинаи y = −x + πn, n = 0,±1,±3, ....., дорои
максимум мебошад. Изоклинах,ои дигарро меёбем:

k = −1, sin(x+ y) = −1; y = −x− π

2
+ 2πn, (6)

k = 1, sin(x+ y) = 1; y = −x+ π

2
+ 2πn, (7)
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n = 0,±1,±2, .....
Изоклинах,о хатх,ои рости параллелӣ бо коэффисиенти кунч,ии -1 ифода мекунанд,
яъне изоклинах,о тири Ox -ро тах,ти 1350 мебуранд. Ба осонӣ боварӣ х,осил
намудан мумкин аст, ки изоклинах,ои y = −x− π

2+2πn, n = 0,±1, ...., хатх,ои
кач,и интегралии муодилаи додашударо ифода мекунанд (барои ин кифоя аст,
ки функсияи y = −x− π

2 + 2πn -ро дар муодилаи y′ = sin(x+ y) гузорем).
Дар х,амаи нук,тах,ои х,амвории xOy тарафи рости муодилаи додашуда,

яъне функсияи f(x, y) = sin(x + y) х,амаи шартх,ои теоремаи мавч,удият ва
ягонагиро к,аноат мекунад, бинобар ин хатх,ои кач,и интегралӣ х,амдигарро
набурида изоклинаи y = −x − π

2 + 2πn -ро низ намебуранд. Х,ангоми 1 +
sin(x + y) = 0 дар изоклинах,ои (6) х,осилаи y′′ ба сифр баробар мешавад
ва дар изоклинах,ои (6) ва (7) бошад х,ангоми cos(x + y) = 0 y′′ ба сифр
баробар мешавад. Х,ангоми гузариш (аз чап ба рост) аз изоклинах,ои (7),
y′′ аломати мусбатро ба манфӣ иваз мекунад. Масъалан, агар нимтири дар
байни изоклинах,ои y = −x ва y = −x + π мах,дудбударо гирем, он гох, дар
изоклинаи y = −x+ π

2 х,осилаи y′′ = 0 мешавад, илова бар ин y′′ > 0. Х,амин
тарик, хатх,ои кач,и интегралӣ ба поён барч,аста мебошанд ва дар изоклинаи
y′′ < 0 хатх,ои кач,и интегралӣ ба боло барч,астаанд.

Х,амин тарик, изоклинах,ои (7) ч,ойи геометрии нук,тах,ои хамии хатх,ои
кач,и интегралиро ифода мекунанд.

Барои аник,тар сохтани хатх,ои кач,и интегралӣ якчанд изоклинах,ои дигарро
дида баромадан мумкин аст (расми 6).

расми 6
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К,айд. Нук,тах,ои буриши ду ва ё зиёдтар изоклинах,о нук,тах,ои махсуси
муодилаи дифференсиалии (1) мебошанд, яъне чунин нук,тах,ое мебошанд,
ки дар онх,о тарафи рости муодилаи (1) ба номуайянӣ мубаддал мегардад.

Муодилаи y′ = y
x -ро дида мебароем. Мач,мӯи изоклинах,о аз рӯи муодилаи

y
x = k муайян карда мешаванд. Ин оилаи хатх,ои рости аз ибтидои координатах,о
гузаранда мебошанд, ки дар ибтидои координатах,о изоклинах,о х,амдигарро
мебуранд. Ба осонӣ боварӣ х,осил кардан мумкин аст, ки х,алли умумии
муодилаи додашуда y = Cx мебошад ва нук,таи (0,0) нук,таи махсуси муодила
мебошад. Дар ин ч,о изоклинах,о хатх,ои кач,и интегралии муодиларо ифода
мекунанд (расми 7).

Мисоли 3. Методи изоклинаро истифода бурда хатх,ои кач,и интегралии
муодилаи

dy

dx
=
y − x
y + x

-ро созед.
Х,ал. y′ = k, k = const гузошта, мач,мӯи изоклинах,ои

y − x
y + x

= k

-ро х,осил мекунем. Х,амин тарик, изоклинах,о хатх,ои ростеро ифода мекунанд,
ки аз ибтидои координатах,о О(0,0) мегузаранд.

Х,ангоми k = −1, изоклина y = 0, х,ангоми k = 0 изоклина y = x ва
х,ангоми k = 1, изоклина x = 0 мебошанд.

Муодилаи баръаксро дида мебароем

dx

dy
=
y + x

y − x

Изоклинаи y = −x -ро меебем, ки дар х,амаи нук,тах,ояшон хатх,ои кач,и
интегралӣ расандах,ои вертикалиро доранд.

Дар нук,таи (0,0) х,амаи изоклинах,ои муодилаи додашуда х,амдигарро мебуранд
(нук,таи махсуси муодила).

Бо ёрии изоклинах,ои х,осилшуда хатх,ои кач,и интегралиро месозем (расми
8). расми 7 расми 8
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Мисолх,о барои кори мустак,илона

Методи изоклинаро истифода бурда, мач,мӯи хатх,ои кач,и интегралии муоди-
лах,ои дифференсиалиро созед.

3.1. y′ = x+1, 3.2. y′ = x+ y, 3.3. y′ = y−x, 3.4. y′ = 1
2(x−2y+3)

3.5. y′ = (y − 1)2, 3.6. y′ = (y − 1)x, 3.7. y′ = y+1
x−1 , 3.8. y′ = x+y

x−y

3.9. y′ = x2+y2

2 − 1, 3.10. xy′ = 2y, 3.11. x2+ y2y′ = 1, 3.12. y′ = y
x+y

3.13. (x2 + y2)y′ = 4x, 3.14. y′ + y = (x− y′)3, 3.15. y′ = x− ey
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