
Лексия 2. Теоремаи мавҷудият ва ягонагии х,алли масъалаи Коши

Масъалаи асосии назарияи интегронии муодилах,ои дифференсиалӣ ёфтани
х,амаи х,алх,ои муодила ва омӯхтани хосиятх,ои онх,о мебошад. Аммо барои
он ки ягон х,алли муодиларо ёбем мо бояд пешакӣ боварӣ х,осил кунем, ки
муодилаи дифференсиалии додашуда ин гуна х,алро дорад.

Теоремаи 1. Бигузор муодилаи диффенсиалии y
′
= f(x, y) дода шуда

бошад, ки дар ин ҷо f(x, y) дар ягон сох,аи D-и х,амвории xOy-и нук,таи
(x0, y0)-ро дарбаргиранда муайян бошад. Агар функсияи f(x, y) шартх,ои зеринро
к,аноат кунад:

а) f(x, y)-функсияи дар сох,аи D бефосилаи таг-йирёбандах,ои x ва y бошад;

б)f(x, y)-дар сох,аи D х,осилаи хусусии бефосилаи ∂f
∂y -ро дошта бошад,

он гох, интервали (x0 − h, x0 + h) ёфт мешавад, ки дар он х,алли ягонаи
y = ϕ(x)-и мавҷуд аст, ки он шарти y(x0) = y0 -ро к,аноат мекунад.

Теоремаи 1 шартх,ои кофии мавҷудият ва ягонагии х,алли масъалаи Коширо
барои муодилаи y′

= f(x, y) таъмин мекунад, аммо ин шартх,о зарурӣ нестанд.
Муодилаи y′

= f(x, y) х,алли ягона дошта метавонад, ки он шарти y(x0) = y0-
ро к,аноат мекунад, аммо дар нук,таи (x0, y0) шарти a) ё б) ё х,ар дуи онх,о
ич,ро намешаванд.

Мисолх,ои зеринро дида мебароем.

1. y′
= 1

y2 Дар ин ч,о f(x, y) = 1
y2 ,

∂f
∂y = − 2

y3 Дар нук,таи (x0, 0)-и тири
Ox шартх,ои a) ва б) ич,ро намешаванд (функсияи f(x, y) ва х,осилаи хусусии
он ∂f

∂y дар тири Ox дорои каниши беохир мебошанд), аммо аз х,ар як нук,таи
(x0, 0) -и тири Ox ягона хати кач,и интегралии y = 3

√
3(x− x0) мегузарад

(расми 2).

расми 1 расми 2

2. y′
= xy + e−y. Тарафи рости муодила f(x, y) = xy + e−y ва х,осилаи

хусусии он ∂f
∂y = x − e−y дар тамоми нук,тах,ои х,амвории xOy бефосила



мебошанд. Мувофик,и теоремаи мавч,удият ва ягонагӣ сох,ае, ки дар он муодилаи
додашуда х,алли ягона дорад, тамоми х,амвории xOy мебошад.

Агар дар теоремаи баёншуда фак,ат ич,рошавии шарти а) -ро талаб кунем,
он гох, танх,о мавч,удияти х,алро исбот кардан мумкин аст (теоремаи Пеано).
Ягонагии х,алро шарти б) таъмин мекунад. К,айд мекунем, ки ба ч,ои шарти
б) талаби сусттарро гузоштан мумкин аст, ки он шарти Липшитс ном дорад.

Мегӯянд, ки функсияи f(x, y) дар сох,аи D-и х,амвории xOy нисбат ба
таг-йирёбандаи y шарти Липшитсро к,аноат мекунад, агар адади доимии
мусбати L мавч,уд бошад, ки барои х,ар гуна ду нук,таи (x, y1), (x, y2)- сох,аи
D нобаробарии

|f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ L|y2 − y1|
ич,ро шавад.

Адади L > 0-доимии Липшитс номида мешавад.
Мисол. Функсияи f(x, y) ≡ |y| дар тамоми х,амворӣ шарти Липшитсро

к,аноат мекунонад. Дар х,ак,ик,ат

|f(x, y2)− f(x, y1)| = ||y2| − |y1|| ≤ |y2 − y1|
Дар айни х,ол ин функсия дар хати рости y = 0 нисбат ба y х,осила

надорад.
Агар функсияи f(x, y) дар тамоми сох,аи D бефосила бошад ва дар ин

сох,а х,осилаи хусусии бефосилаи ∂f
∂y дошта бошад, он гох, функсияи f(x, y)

дар ягон атрофи мах,ками х,ар як нук,таи ин сох,а шарти Липшитсро к,аноат
мекунад.

К,айди 1. Агар ∂f
∂y мах,дуд бошад, пас барои функсияи f(x, y) нисбат ба

y шарти Липшитс ич,ро мешавад.
К,айди 2. Аз ич,ро шудани шарти Липшитс бо таг-йирёбандаи y мах,дуд

будани ∂f
∂y намебарояд.

Масъалан, барои муодилаи y
′
= 2|y|cosx функсияи f(x, y) = 2|y|cosx

нисбати y дар нук,таи (x0, 0), x0 6= π
2+kπ, k = 0, 1, .... дифференсиронидашаванда

нест, аммо шарти Липшитс дар атрофи ин нук,тах,о ич,ро мешавад. Дар
х,ак,ик,ат

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |2|y2|cosx− 2|y1|cosx| = 2|cosx|||y2| − |y1|| ≤ 2|y2 − y1|,
яъне шарти Липшитс бо доимии L=2 ич,ро мешавад.
Бо ёрии шарти Липшитс теоремаи 1 ин тавр умумӣ кунонда мешавад.
Теоремаи 2. Агар функсияи f(x, y) дар сох,аи D бефосила буда дар ин

сох,а нисбати y шарти Липшитсро к,аноат кунад, он гох, масъалаи Коши
dy

dx
= f(x, y), y|x=x0 = y0, (x0, y0) ∈ D
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х,алли ягона дорад.
Функсияи

y = ϕ(x,C), (5)

ки дар ягон сох,аи D -и таг-йиребии x ва C муайян буда, нисбат ба x х,осилаи
хусусии бефосила дорад, дар сох,аи D х,алли умумии муодилаи (3) номида
мешавад, агар баробарии (5) нисбат ба C дар D х,алшаванда бошад:

C = ψ(x, y)

ва агар функсияи (5) барои х,ар гуна к,имати C, ки бо баробарии

C = ψ(x, y), (x, y) ∈ D

муайян карда мешавад, х,алли муодилаи (3) бошад.
Формулаи х,алли умумӣ имконият медих,ад, ки аз х,исоби интихоби к,иматх,ои

гуногуни C барои муодилаи (3) х,алли х,ар гуна масъалаи Коширо ёбем. Барои
ёфтани чунин х,ал дар формулаи (5) ба ч,ои x ва y к,иматх,ои ибтидоии x0 ва
y0 мегузорем:

y0 = ϕ(x0, C)

Аз ин баробарӣ -ро меёбем.

C = ψ(x0, y0) ≡ C0

Ин к,имати C = C0 -ро дар (5) гузошта х,осил мекунем:

y = ϕ(x,C0)

Ба х,амин тарик,, мо х,аллеро пайдо кардем, ки онро к,иматх,ои ибтидоии
x = x0, y = y0 муайян мекунанд.

Х,алле, ки дар х,ар як нук,таи он масъалаи Коши х,алли ягона дорад, х,алли
хусусии муодилаи (3) номида мешавад.

Х,алле, ки дар х,ар як нук,таи он ягонагии х,алли масъалаи Коши вайрон
мешавад, х,алли махсуси муодилаи (3) номида мешавад.

Геометрӣ ин маънои онро дорад, ки ба х,алли махсус хати кач,и интегралие
мувофик, меояд, ки аз х,ар як нук,тааш боз ак,аллан як хати кач,и интегралии
дигари муодилаи (3) мегузарад.

Мисоли 1. Нишон дих,ед, ки функсияи y = x + C х,алли муодилаи
дифференсиалии y

′
= 1 мебошад ва х,алли хусусии онро ёбед, ки шарти

ибтидоии y|x=0 = 0-ро к,аноат кунонад. Маънои геометрии масъала муайян
карда шавад.
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Х,ал. Функсияи y = x+C муодилаи додашударо барои ихтиёрӣ к,иматх,ои
доимии C к,аноат мекунад. Дар х,ак,ик,ат y′

= (x+ C)′ = 1.
Шарти ибтидои ихтиёрии y|x=x0 = y0-ро дохил мекунем. x = x0 ва y = y0-

ро дар баробарии y = x+C гузошта х,осил мекунем. C = y0−x0 К,имати C -ро
дар функсияи додашуда гузошта y = x+ y0−x0 пайдо мекунем. Ин функсия
шартх,ои ибтидоии додашударо к,аноат мекунад, чунки х,ангоми x = x0 будан
y = x0+y0−x0 = y0 мешавад. Х,амин тарик,, функсия y = x+C х,алли умумии
муодилаи додашуда мебошад.

Дар х,олати хусусӣ x0 = 0 ва y0 = 0 гузошта х,алли хусусии зерини
муодиларо х,осил мекунем:

y = x

.
Х,алли умумии муодилаи додашуда, яъне функсияи y = x+C дар х,амвории

xOy оилаи хатх,ои рости параллелро бо коэффисиенти кунч,ии k = 1 муайян
мекунад. Аз х,ар як нук,таиM0(x0, y0)-и х,амвории xOy ягона хати интегралии
y = x+y0−x0 мегузарад. Х,алли хусусии y = x яке аз хатх,ои кач,и интегралиро
муайян мекунад, яъне хати росте мебошад, ки он аз ибтидои координатах,о
мегузарад (расми 3).

расми 3 расми 4

Дар анч,оми ин параграф мафх,уми муодилаи дар квадратура х,алшавандаро
муайян мекунем.

Мегӯянд, ки муодилаи дифференсиалӣ дар квадратура х,алшаванда аст,
агар х,алли умумии (интеграли умумии) онро дар натич,аи шумораи охирноки
амалх,ои элементарӣ бо функсиях,ои маълум ва интегронии онх,о х,осил кардан
мумкин бошад.

К,айд мекунем, ки аксар муодилах,ои дифференсиалии тартиби якум, ки
х,ангоми тадк,ик,и масъалах,ои фанх,ои гуногуни табиатшиносӣ, техника ва г-.
пайдо мешаванд, дар квадратура х,алшаванда нестанд. Ин гуна муодилах,оро
бо методх,ои так,рибӣ х,ал мекунанд.
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Аммо якчанд синфх,ои муодилах,ои тартиби якуми дар квадратура х,алшаванда
мавч,уданд. Баъзе синфх,ои мух,имтарини чунин муодилах,оро мо дар параграфх,ои
минбаъда дида мебароем.

Мисоли 2. Нишон дих,ед, ки функсияи y = Cex х,алли умумии муодилаи
y

′ − y = 0 мебошад ва х,алли хусусии онро ёбед, ки шарти ибтидоии y|x=1 =
−1-ро к,аноат мекунад.

Х,ал. y = Cex, y
′
= Cex. Ифодах,ои y ва y′-ро дар муодила гузошта,

Cex−Cex ≡ 0 х,осил мешавад, яъне функсияи y = Cex муодилаи додашударо
барои ихтиёрӣ к,имати доимии C к,аноат мекунад.

Шарти ибтидоии ихтиёрии y|x=x0 = y0-ро дохил мекунем. Дар функсияи
y = Cex ба ч,ои x ва y мувофик,ан x0 ва y0-ро гузошта y0 = Cex0-ро х,осил
мекунем. Аз ин ч,о C = y0e

−x0 мешавад. Функсияи y = y0e
x−x0 шарти ибтидоиро

к,аноат мекунад. Дар х,ак,ик,ат, x = x0 гузошта х,осил мекунем y = y0e
x0−x0 =

y0. Функсияи y = Cex х,алли умумии муодилаи додашуда мебошад.
Х,ангоми x0 = 1 ва y0 = −1 х,алли хусусии y = −ex−1-ро х,осил мекунем.
Геометрӣ х,алли умумии муодила оилаи хатх,ои кач,и интегралие мебошад,

ки х,ар кадоми онх,о графики функсияи нишондих,андагӣ мебошад. Х,алли
хусусии y = −ex−1 хати кач,и интегралие мебошад, ки аз нук,таи M0(1,−1)
мегузарад (расми 4).

Мисолх,о барои кори мустак,илона

2.1. Нишон дих,ед, ки барои муодилаи y′ = |y|1/2 дар х,ар як нук,таи тири
Ox хосияти ягонагии х,ал вайрон мешавад.

2.2. Хати интегралии муодилаи y′ = sin(xy) -ро ёбед, ки аз нук,таи O(0,0)
мегузарад.
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